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Î

V̂
W

i
v

i
v

i
v

θ
−

θ
+

θ
+

θ
+

=

θ
+

θ
+

=
=

N
ul

l a
ve

ra
ge

 o
ve

r 
a 

pe
ri

od

θ
=

θ
−

θ
=

co
s

2

I
V

)
co

s(
2

I
V

W
i

v
av

V
im

V
re

V

vθ



Si
nu

so
id

al
 E

M
22

.3
M

B
1 

3.
26

W
av

e 
im

pe
da

nc
e

Po
w

er
 F

lo
w

θ
=

si
n

2

I
V

W
re

ac
t

re
ac

t
av

j
*

jW
W

   
  

eI
V

21
V

I
21

W

+
=

=
=

θ

E
le

ct
ri

ci
ty

*
H

E
21

p
×

=

E
m

 W
av

es

E
 a

nd
 H

 a
re

 th
e 

ph
as

or
s 

qu
an

tit
y

)
H

E
R

e(
21

p
*

av
×

=

)
H

E
Im

(
21

p
*

re
ac

t
×

=



Si
nu

so
id

al
 E

M
22

.3
M

B
1 

3.
27

W
av

e 
im

pe
da

nc
e

Po
w

er
 F

lo
w

)
H

E
H

E(
21

p
x

*
y

y
*

x
z

−
=

B
ut

εµ
=

η
=

−
=

0

xy

yx

HE

HE

x
0

y

y
0

x

E
H

E
H

εµ
=

εµ
−

=

jk
z

x
0

y
*

jk
z

y
0

x
*

e
E

H

e
E

H

εµ
=

εµ
−

=
2

2

y
0

2

x
0

z

E
v

21
   

  

E
E

21
p

ε
=

 
 

µε
+

µε
=



Si
nu

so
id

al
 E

M
22

.3
M

B
1 

3.
28

W
av

e 
im

pe
da

nc
e

Po
w

er
 F

lo
w

2

z
E

v
21

  
p  

ε
=

E
le

ct
ri

c 
en

er
gy

 d
en

si
ty

 in
 th

e 
w

av
e?

E
M

2)
 

no
te

s
 

(S
ee

   
 

4E

2E

21   
2

2
ε

=
ε

M
ag

ne
tic

 e
ne

rg
y 

de
ns

ity
 in

 th
e 

w
av

e?
E

M
2)

 
no

te
s

 
(S

ee
  

4H
  

2H

21   
2

2
µ

=
µ

T
ot

al
 e

ne
rg

y 
de

ns
ity

?
2

2

0

2
2

2

E
21

E
4

4E
 

4H

4E
   

 
ε

=
 

 
µε

µ
+

ε
=

µ
+

ε

T
he

 p
ow

er
 f

lo
w

 in
 a

 p
la

ne
 w

av
e 

is
 ju

st
 th

e 
av

er
ag

e 
en

er
gy

 d
en

si
ty

 ti
m

es
 th

e 
w

av
e 

ve
lo

ci
ty



Si
nu

so
id

al
 E

M
22

.3
M

B
1 

3.
29

Pr
op

ag
at

io
n 

in
 c

on
du

ct
iv

e 
m

ed
ia

0
 

t

)
,

(
 

t

)
,

(
 

)
,

(
0

2

2

0
2

=
∂

∂
−

∂
∂

−
∇

t
r

E
t

r
E

t
r

E
µ

σ
ε

µ

G
en

er
al

 w
av

e 
eq

ua
tio

n 
fo

r 
co

nd
uc

tin
g 

m
ed

iu
m

0
 

t

)
,

(
 

t

)
,

(
 

)
,

(
0

2

2

0
2

=
∂

∂
−

∂
∂

−
∇

t
r

H
t

r
H

t
r

H
µ

σ
ε

µ

W
e 

as
su

m
e 

a 
m

ot
io

n 
al

on
g 

th
e 

z 
ax

is

0
 

t

)
,

(
 

t

)
,

(
 

)
,

(
0

2

2

0
2

2

=
∂

∂
−

∂
∂

−
∂

∂
t

r
E

t
r

E

z

t
r

E
µ

σ
ε

µ

0
 

t

)
,

(
 

t

)
,

(
 

)
,

(
0

2

2

0
2

2

=
∂

∂
−

∂
∂

−
∂

∂
t

r
H

t
r

H

z

t
r

H
µ

σ
ε

µ



Si
nu

so
id

al
 E

M
22

.3
M

B
1 

3.
30

Pr
op

ag
at

io
n 

in
 c

on
du

ct
iv

e 
m

ed
ia

In
 p

ha
so

r 
fo

rm
 it

 b
ec

om
es

0
 

 
 

0
2

0
2

2

=
−

+
∂∂

E
w

j
E

w
zE

µ
σ

ε
µ

0
 

)
 

 
(

0
2

0
2

2

=
−

+
∂∂

E
w

j
w

zE
µ

σ
ε

µ
0

 
 

2
2

2

=
−

∂∂
E

zE
γ

H
el

m
ho

ltz
 f

or
m

w
he

re
) 

jw
 

( 
jw

 
0

2
ε

+
σ

µ
=

γ

β
α

γ
j

+
=

 
 

W
ith

 
0

 >
α

So
lu

tio
n?

z 
0

)
(

γ−
=

e
E

z
E

W
ha

t i
f

0
 <

α
?



Si
nu

so
id

al
 E

M
22

.3
M

B
1 

3.
31

Pr
op

ag
at

io
n 

in
 c

on
du

ct
iv

e 
m

ed
ia

z 
0

)
(

γ−
=

e
E

z
E

β
α

γ
j

+
=

 
 

(
)

(
)

)z 
(

0
z 

)
z 

(
0 R
e

e 
 

   
   

   
 

R
e

)
,

(
β

α

γ

−
−

+
−

==
jw

t

jw
t

e
E

e
E

t
z

E

T
ra

ve
lli

ng
 w

av
e 

in
 th

e 
z 

di
re

ct
io

n 
at

te
nu

at
ed

 b
y 

a 
fa

ct
or

 
z 

α− e

A
s 

in
 th

e 
lo

ss
-l

es
s 

ca
se

, t
he

 p
ha

se
 v

el
oc

ity
 is

 g
iv

en
 b

y:
λπ

β
β

2  
 

  w
ith

 
=

=
w

v



Si
nu

so
id

al
 E

M
22

.3
M

B
1 

3.
32

Pr
op

ag
at

io
n 

in
 c

on
du

ct
iv

e 
m

ed
ia

[
] 


+

=
21

0
) 

jw
 

( 
jw

R
e

 
ε

σ
µ

α

  

  
−

ε
σ

+
ε

µ
=

α
1

)
w

1(
2 

w
 

2
22

0
E

xa
ct

 f
or

m
ul

a!

  

  
+

+
=

1
)

1(
2 

 
2

2

2
0

εσ
ε

µ
β

w
w

E
xa

ct
 f

or
m

ul
a!

[
] 


+

=
21

0
) 

jw
 

( 
jw

Im
 

ε
σ

µ
β



Si
nu

so
id

al
 E

M
22

.3
M

B
1 

3.
33

G
oo

d 
D

ie
le

ct
ri

c 
ca

se
:

1
w

<<
εσ

εσ w
is

 c
al

le
d 

th
e 

di
ss

ip
at

io
n 

fa
ct

or

E
xa

m
pl

e:
 M

ic
a 

at
 r

ad
io

 f
re

qu
en

ci
es

 
00

02
.0

w
=

εσ

ex
pa

ns
io

n)
(T

ay
lo

r 
   

  
)

w
o(

 
w2

1
)

w
1(

2
22

2
22

2
22

ε
σ

+
ε

σ
+

=
ε

σ
+

[
]

Ω
=

η
ε

η
σ

=
ε

εµ
σ

=
εµ

σ
=




ε

σ
ε

µ
=




−

ε
σ

+
ε

µ
=

α

37
7

   
1

2

1

2
2

   

w2
2 

w
1

)
w2

1(
2 

w
 

0
r

0
r

00
0

2
22

0
2

22
0



Si
nu

so
id

al
 E

M
22

.3
M

B
1 

3.
34

G
oo

d 
D

ie
le

ct
ri

c 
ca

se
:

1
w

<<
εσ

 
 

ε
σ

+
ε

µ
=




ε

σ
+

ε
µ

=



+

ε
σ

+
ε

µ
=

β

2
22

0

2
22

0
2

22
0

w8
1

 
w

   

w4
1

 
w

1
)

w2
1(

2 
w

 

Pe
rf

ec
t

di
el

ec
tr

ic
C

or
re

ct
io

n
te

rm

W
av

e 
ve

lo
ci

ty

 
 

ε
σ

−
=

 
 

ε
σ

+
ε

µ
=

β
=

2
22

0

2
22

0 w8
1

 v
   

 

w8
1

 

1
w

  v



Si
nu

so
id

al
 E

M
22

.3
M

B
1 

3.
35

G
oo

d 
C

on
du

ct
or

 c
as

e:
1

w
>>

εσ

E
ve

n 
at

 m
ic

ro
w

av
e 

ra
ng

e 
(~

30
 G

H
z)

 
8

10   5.3
w

≈
εσ

fo
r 

C
op

pe
r 

W
he

n

0
0

0
0

45
 

w
 

jw
) 

jw
 

( 
jw

∠σ
µ

=
σ

µ
=

ε
+

σ
µ

=
γ

1
w

>>
εσ

w
e 

ca
n 

w
ri

te 2

 
w

j
2

 
w

j
0

0
σ

µ
+

σ
µ

=
β

+
α

=
γ

2

 
w

0
σ

µ
=

β
=

α

W
av

e 
ve

lo
ci

ty σ
µ

=
β

=
0w2

w
  v



Si
nu

so
id

al
 E

M
22

.3
M

B
1 

3.
36

G
oo

d 
C

on
du

ct
or

 c
as

e:
1

w
>>

εσ

C
op

pe
r 

ca
se



Si
nu

so
id

al
 E

M
22

.3
M

B
1 

3.
37

W
av

e 
im

pe
da

nc
e

HE
=

ηW
av

e 
Im

pe
da

nc
e

tH

tB
Ex

0
∂∂

µ−
=

∂∂
−

=
∇

y
0

x
H

jw
zE

µ
−

=
∂∂

y
0

x
H

jw
E

µ
−

=
γ

−

γµ
=

η
=

0

yx
jw

HE

)
j

(

jw
0 β

+
α

µ
=

η



Si
nu

so
id

al
 E

M
22

.3
M

B
1 

3.
38

W
av

e 
im

pe
da

nc
e

) 
jw

 
(

jw

) 
jw

 
( 

jw

jw

)
j

(

jw
0

0

0
0

ε
+

σ
µ

=
ε

+
σ

µ
µ

=
β

+
α

µ
=

η

G
oo

d 
D

ie
le

ct
ri

c 
ca

se
:

G
oo

d 
di

el
ec

tr
ic

: 
1

w
<<

εσ

 )
w2j

 1(
) 

jw
 1(

1

) 
jw

 
(

jw
0

0
0

εσ
+

εµ
=

εσ
+

εµ
=

ε
+

σ
µ

=
η

In
tr

in
si

c 
im

pe
da

nc
e

Sm
al

l r
ea

ct
iv

e 
co

m
po

ne
nt



Si
nu

so
id

al
 E

M
22

.3
M

B
1 

3.
39

W
av

e 
im

pe
da

nc
e

) 
jw

 
(

jw

) 
jw

 
( 

jw

jw

)
j

(

jw
0

0

0
0

ε
+

σ
µ

=
ε

+
σ

µ
µ

=
β

+
α

µ
=

η

G
oo

d 
co

nd
uc

to
r 

ca
se

:

G
oo

d 
co

nd
uc

to
r:

 
1

w
>>

εσ

0
0

0
45

 
 

w

 

jw
∠

σµ
=

σµ
=

η



Si
nu

so
id

al
 E

M
22

.3
M

B
1 

3.
40

W
av

e 
im

pe
da

nc
e

Sk
in

 D
ep

th
ne

gl
ig

ab
le

no
t 

  σ

(
)

)z 
jw

t
(

0
z 

e
E

R
e

e 
)t,z(

E
β−

α−
=

  

  
−

+
=

1
)

1(
2 

 
2

2

2
0

εσ
ε

µ
α

w
w

at
te

nu
at

io
n

D
ef

in
iti

on
: t

he
 s

ki
n 

de
pt

h 
δ 

is
 d

ef
in

ed
 a

s 
th

e 
di

st
an

ce
 in

 th
e 

di
re

ct
io

n 
of

 
   

   
   

   
   

   
 p

ro
pa

ga
tio

n 
 in

 w
hi

ch
 th

e 
w

av
e 

ha
s 

be
en

 a
tte

nu
at

ed
 b

y 
  

%
37

e1
≈

  

  
−

ε
σ

+
ε

µ
=

α
=

δ

1
)

w
1(

2 
w

1
1

 

2
22

0

G
oo

d 
co

nd
uc

to
r w

2
1

 
0

σµ
=

α
=

δ



Si
nu

so
id

al
 E

M
22

.3
M

B
1 

3.
41

W
av

e 
im

pe
da

nc
e

Sk
in

 D
ep

th
ne

gl
ig

ab
le

no
t 

  σ

Pr
op

ag
at

io
n 

in
 p

oo
r 

co
nd

uc
to

r 
(w

at
er

)

81S
m

 5

r

-1

=
ε

=
σ



Si
nu

so
id

al
 E

M
22

.3
M

B
1 

3.
42

W
av

e 
im

pe
da

nc
e

Sk
in

 D
ep

th
ne

gl
ig

ab
le

no
t 

  σ

Pr
op

ag
at

io
n 

in
 g

oo
d 

co
nd

uc
to

r 
(c

op
pe

r)

-1
7

S
m

 
10 8.5

=
σ



Si
nu

so
id

al
 E

M
22

.3
M

B
1 

3.
43

W
av

e 
im

pe
da

nc
e

Sk
in

 D
ep

th
ne

gl
ig

ab
le

no
t 

  σ

Pr
op

ag
at

io
n 

in
 g

oo
d 

co
nd

uc
to

r 
(c

op
pe

r)

-1
7

S
m

 
10 8.5

=
σ

M
hz

1
f

=
H

10 
4

-7
0

π
=

µ
=

µ

G
oo

d 
co

nd
uc

to
r w

2
1

 
0

σµ
=

α
=

δ
m

m
06

67
.0

10
2

10
4

81
0

.5

2
1

 
6

7-
7

=
π

π
=

α
=

δ



Si
nu

so
id

al
 E

M
22

.3
M

B
1 

3.
44

W
av

e 
im

pe
da

nc
e

Po
w

er
 L

os
s 

in
 M

et
al

W
e 

ha
ve

 s
ee

n 
(b

ou
nd

ar
y 

co
nd

iti
on

s)

Pe
rf

ec
t d

ie
le

ct
ri

c
A

ir
V

oi
d

w
av

e

E
ta

n
E

ta
n

d 
>

>
 δ

M
et

al

H
ta

n
H

ta
n

m
et

al
ta

n

ta
n

HE
η

=

) 
jw

 
(

jw
0

m
et

al
ε

+
σ

µ
=

η

0
0

0
m

et
al

45
 

 

w
 

 

jw
∠

σµ
=

σµ
=

η

)
H

E
R

e(
21

p
*

ta
n

ta
n

av
×

=



Si
nu

so
id

al
 E

M
22

.3
M

B
1 

3.
45

W
av

e 
im

pe
da

nc
e

Po
w

er
 L

os
s 

in
 M

et
al

m
et

al
ta

n

ta
n

HE
η

=
0

0
0

m
et

al
45

 
 

w
 

 

jw
∠

σµ
=

σµ
=

η

)
4/

co
s(

H
E

21
)

H
E

R
e(

21
p

ta
n

ta
n

*
ta

n
ta

n
av

π
=

×
=

m
et

al2

ta
n

2

ta
n

m
et

al

E

2
2

1

H
2

2

1

η
=

η
=


